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利用衰降資料以評估可靠度

◎李麗女

針對高可靠性的產品，典型上利用

實務上的試驗耐受度實驗，很

難觀察到或幾乎沒有失效的樣品產生，因

此其所能提供的可靠度壽命的資訊是很少

的。本文，我們要說明利用衰降的資料以

評估可靠度的優勢，因為它的優勢讓我們

得以利用貝氏方法以分析衰降的資料，可

靠度的不確定性以及壽命分佈百分比的估

計值即可用如此直接的方式加以確定，再

者，要計算在特定時間的一個母體之單體

其不同的壽命之可靠度就很容易做到了，

我們以一個雷射衰降的例子闡明這些優點。

簡   介

很多的可靠度文獻著重於使用壽命資料

以進行可靠度的評估，但是對於具有高可

靠性的產品，以壽命資料評估可靠度是有

些問題的，針對實務上的試驗耐受度，很

少或可能幾乎沒有失效的情況發生，因此

大部份的觀察值都會被加以審查的，這樣

的資料針對產品壽命的比例提供了較少的

資訊，亦即其訂貨單的保證期間遠長於測

試的耐受期。

最近，衰降的資料顯示出在壽命資料

上較具有卓越的選擇性，因為在這樣的情

況下，它們具有較多的情報 (Chiao, and 

Hamada, 1996, 2001 ; Lu and Meeker, 

1993 ; Lu, Meeker, and Escobar, 1996 ; 

Tseng, Hamada ; and Chiao, 1995)，大部

份的失效起因於一個運轉中衰降的機制，

例如一項化學反應的發展，因此其特性值

隨著時間的經過而衰減（或遞增），我們

認定該情況下的失效乃依照一項可觀察的

特性值加以定義的。例如，一道裂痕經過

一段時間而變長，其失效的定義為當裂痕

達到一個特定的長度發生時；另外一個例

子則為營光燈的亮度隨著時間而降低，其

失效的定義為當燈管的光度在使用100小時

之後衰降到60%或更低的光度時，這種情

況的失效視之為“軟性的”失效，因為單

體仍能使用，只是它們的績效不被接受。

本文的目的是為了說明衰降資料為何可

以加以模式化並分析之，我們展示了貝氏

方法如何提供一個合乎常情的方法以分析

衰降的資料，特別地，因為可靠度是衰降

模式的參數函數，在特定的時間其尾部的

可靠度之分佈是直接由模式參數後面的分

佈中取得的，因為一個產品的母體時常包

含有不同壽命長短的產品，母體的壽命分

佈必需併入到在一特定的時間內對母體可

靠度的評估之中。我們也展示了在特定的

時間內如何計算母體可靠度，其也是直接

地使用貝氏的方法。
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本文的綱要如下，在下一節中，我們要

提出一個簡單的衰降資料模式，在“雷射

衰降的例子”這一節介紹了一個雷射衰降

的例子，在“貝氏理論”這一節，以貝氏

方法提出分析衰降的資料，雷射衰降資料

在“再次探討雷射衰降例子”章節中，顯

示出利用貝氏方法可以很容易地算出可靠

度函數及壽命百分比。在“一群母體的可

靠度”章節，當母體中產品的壽命有所不

同，可以算出在特定時間之母體可靠度估

計值，最後結論是利用壽命資料及虛擬壽

命資料相互比較，其分別取自“與壽命時

間資料相互比較”和“與虛擬壽命時間資

料相互比較”兩章節，最後以討論做為結

束。

一個簡單的衰降模式

想想下列的線性衰降曲線從0開始的模

式，假如我們有這n個單體之資料，對第i 
個單體，在時間t的真實衰降以Di(t)表示，

可以Di(t)=(1/θi)t.....(1)表示，（亦即，截

距為0而斜率為  ），一個單體被定義為已

經失敗是當衰降值達到Df 此一門檻，為了

解決Di(t)=Df ，對第i個單體的壽命Ti是為

Dfθi。

對 那 些 單 體 有 不 同 的 壽 命 ， θ i必

需因各個單體的不同而有不同的值，亦

即，θ i是一個隨機變數，對單體壽命服

從Weibull分佈，倒數斜率{θ i}必需服從

Weibull分佈，為了要了解這一點，需注意

到假使{θi}服從Weibull(β,λ)的分佈，則

壽命時間服從Weibull(β,λ/D
f
)的分佈（

亦即，形狀參數β及λ規模參數λ/D
f
）。

實務上，衰降資料的取得是經過一段

時間從衰降曲線中抽樣取得的，而且它們

是受制於量測的誤差，因此，在時間tij（亦

即Di(tij)）觀察到的衰降資料其誤差為εij，

對觀察衰降值 yij 將有下列加法的模式：yij = 

Di(tij)+εij=(1/θi)tij+εij…(2)，其中εij假設

為獨立的分佈N(0,σε)，注意第i個單體的衰

降資料提供有關θi及σε的資訊，單體中一

個樣本的衰降資料是需要取得(β,λ)的資

訊，參數θi服從Weibull分佈。

雷射衰降的例子

想想下列雷射衰降的例子，針對衰降

資料其中等式(1)及(2)提供了一個合理的

模式，在一個固定的操作電流下，雷射燈

光的輸出是隨著時間而衰降的，為了維持

一個固定的亮度輸出，操作電流需要隨

著時間而增加，雷射失效定義為當發生

其操作電流達到一特定的值，Meeker及

Escobar(1998)提出雷射衰降資料其中衰

降反應為操作電流（相對於原始的操作電

流）增加的百分比，雷射衰降資料可在

網址http://www.stat.lanl.gov/Hamada/

degradation_data.htm及圖1中取得，例

如，第10單位的衰降反應，其衰降是最快

的，而且從0到4,000小時每250小時就觀

察，其值為(0.000,0.4136,1.4880,2,381

0,2.9950,3.8350,4.5010,5.2510,6.2560,

7.0510,7.8030,8.3210,8.9300,9.5540,10

.4500,11.2800,12.2100)，其失效門檻Df為

10%，亦即在10%時，一個雷射雖然仍能

使用卻被定義為己經失效的。

0i
1

2

β

β

2
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因為在圖1中的衰降曲線是線性的，

我們利用等式(1)的線性衰降模式以及等式

(2)中常態的量測錯誤之衰降資料，虛擬

壽命是由每一衰減曲線取得適合的直線，

當合適的直線達到失效的門檻時再計算

其時間(Meeker及Escobar,1998;Tseng, 

Hamada及Chiao,1995)，其可以使用於確

認一個適宜的壽命分佈，Meeker及Esco-

bar(1998)展示出這類例子的虛擬壽命其以

Weibull分佈描述得相當的好，因此更鞏固

了我們早先的假設。

貝氏推論

貝氏推論提供了一個方式以估算未知

的模式參數η=(λ,β,σε)並且透過結果參

數的尾部分佈評估它們的不確定度，因此

它結合了先前有關於η的資訊以及在資料

中所含蓋有關於η的資訊，先前的資訊是

由先前已知的機率密度函數π｜(η)描述，而

由已知的概數資料抽樣模式f(y｜η)中所擷取

提供資料，獲得此一結合性的資訊之後，

再以另一個機率密度函數同π(η｜y)加以描述

稱之為尾部，因此，此即為貝氏理論計算

尾部的方式，π(η｜y)= f(y｜η)π(η)  / ∫f(y｜γ) 

π(γ)dγ………(3)

貝氏計算在最近有長足的進步使得從

尾部的模式參數中抽樣變得較容易(Casel-

la and George, 1992; Chib and Green-

berg, 1995; Gelman et al.,1995)，抽樣

是透過馬可夫鏈蒙地卡羅(MCMC)模擬法

完成的，因樣本對可靠度功能及母體可靠

度的推論提供了較方便的推估方式。以雷

射衰減為例，我們利用貝氏套裝軟體Win 

BUGS(Spiegelhalter et al., 2000)以完成

貝氏推論，Win BUGS可以從網站 http://

www.mrc-bsu.cam.ac.uk/bugs/免費下載

取得而且可以很容易地執行MCMC，雷

射衰減例子的Win BUGS代碼可從http://

www.stat.lanl.gov/Hamada/degradation-
code.htm取得。

再次探討雷射衰減例子

現在讓我們來分析雷射衰減資料，圖

1中所顯示的雷射衰減資料之統計模式可以

下列式子簡潔地加以陳述，yij |θ=θi~N((1/

θi) tij ,σε), θi ~Weibull (β,λ)。想想第

i個單體，在第j個時間t ij的真正衰減為(1/

θ i)t ij而且其相對應的觀察衰減yij產生了一

項附加的常態量測誤差。亦即，在θi未知

的條件下，第i個單體之觀察衰減值為常態

性的分佈，所以是常態衰減值為概數值的

一部份；事實上θi是服從Weibull分佈的，

也是概數值的一部份，而且是相當地容易

被併入到貝氏方法中，因此，θi和λ，β及

σε都一樣是未知的參數。

對β,λ及 σε 我們採用非常均一的優先

重要順序值，條列如下：

β~ Gamma(0.01,0.01)

λ~ Gamma(0.01,0.01)

σε~ Inverse Gamma (0.01,0.01)

如此資料就會主動地導向結果，因為β及

λ皆為正數的數值，因此對β及λ挑選相

同的Gamma分佈，量測誤差變異數σε也是

一個正數值，但是在貝氏文獻上的傳統已

習慣於對此一參數採用Inverse Gamma分

佈，所得到的結果是，σε的倒數也是屬於

Gamma分佈。

2

2

2

2

2

2

2



15 中華民國電子零件認證委員會

(β,λ,σε,θi,i=1……,15) 的尾部是以

MCMC的方法取得的並有一段熱身期，將

500個抽取掉並且維持數量不變少，亦即，

達到熱身期是由丟棄前面500個樣本，而

且因為並未有數量變少的問題，維持著後

面10,000個樣品，因此，結果是根據取自

尾部(β,λ,σε,θi,i=1,….,15)的10,000個

樣本。例如，前兩個樣本和第10,000個樣

本的主要參數(β,λ,σε)為(3.398,5.323E-

1 0 , 0 . 2 0 5 9 ) ， ( 3 . 3 8 8 , 4 . 8 9 0 E -

1 0 , 0 . 2 0 7 1 ) … ( 7 . 6 3 7 , 6 . 1 8 7 Ｅ -

19,0.1928)。表1呈現出這10,000個樣本

之(β,λ,σε)的尾部彙總，表中也包括平均

值，標準差以及0.025,0.050,0.500,0.950,0

.975百分比時各個參數值。

其次，從這些分析結果，我們運用

推論推得可靠度函數的形式為R(t )=1-

F(t)=exp(-(λ/D f)tβ)…..(4)，利用尾部

樣本可以針對每一個t很容易地取得其尾

部R(t)，針對每個取自尾部為(β,λ)的樣

本評估其R(t)值。例如，前述所列的三個

樣本在4,500小時的可靠度相對應分別為

0.7729,0.8181以及0.7775。對雷射衰減

例子而言，圖2展示出其中位數及其R(t)在

95%的信用區間0.025及0.975尾部百分比

的點線乃用於建構95%的信用區間，注意

貝氏文獻上以信用取代信賴，舉個例，對

R(4500)的尾部彙總表1中已列出，其中

位數及95%的信用區間分別為0.7200及

(0.5236,0.8477)。

我們也可以對百分比的壽命分佈提出推

論（亦即，在α×100%的時間前已發生失

效），其形式為 tα=[-(Df /λln(1-α)]  …

(5)，再次地，tα的尾部可以很容易地被獲

得，因為它是 β 及 λ 的一個函數，再舉

個例子，0.1百分比的t0.1的尾部彙總表列在

表1中，它的中位數及95%信用區間分別為

3699.0及(2852.0,4206.0)小時。

一群母體的可靠度

假設母體中所有的單體有相同壽命，

現在利用可靠度函數直接應用到一群母

體，假設單體的壽命並不一樣且在特定的

時間τ時，其壽命可以具有平均值4,000及

標準差100的常態分佈加以描述（在後來

的時間點τ+△τ的壽命分佈是必然地不

同的），令T代表該單體在時間 τ 時的壽

命，而R(T)代表該單體的可靠度，則對一

已知的(β,λ)，在時間點τ的母體平均可

靠度為 E[R(T)|(β,λ)]=∫R(t)fτ(t)dt，

其中fτ(t)為在時間τ時的壽命分佈，即為

N(4,000,1002)雖然期望的可靠度包含了

積分的計算，但是卻可以模擬法很容易

地逼近取得，從N(4,000,1002)壽命分佈

中抽取一個樣本，在這些壽命時間點評

估其可靠度，並計算它們的平均值，對

(β,λ)的每個尾部樣本計算母體可靠度產

生了圖3母體可靠度的尾部，母體可靠度

的中位數及95%信用區間分別為0.914和

(0.770,0.972)。

與壽命時間資料相互比較

以雷射衰減資料為例，我們已經做成的

聲明為一般衰減資料提供了更多的資訊，

利用圖1所示的衰減資料，其壽命時間資

料包含了三個檢查區間的觀察值：對單體

2

2

2

2

β

β
β
1
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3,6及10分別為{(3750,4000), (3500,3750) 

, (3250,3500)} 而且其右邊 12 個檢查的

觀察值為 (at 4,000) 。想想壽命時間服從

Weibull(β,λ/Df)分佈，貝氏分析使用和

前面相同的β及λ值所產生的尾部彙總呈

現在表2中，結果是95％的信用區間較為

寬廣，這點解釋了與表1中所取得的那些衰

減資料相互比較，其不確定度增加了，現

在對R(4500)及t0.1的95%信用區間分別為

(0.3004,0.9215)及(2272.0,4801.0)小時。

與虛擬壽命時間資料相互比較

同樣也分析虛擬壽命時間估計值，假設

衰減資料是合宜的，並且利用推估的倒數

斜率θi計算壽命時間Dfθi，其被假設是服

從Weibull(β,λ/Df)分佈，貝氏分析假設壽

命時間服從Weibull(β,λ/Df)分佈並且使用

如前所用的β及λ值，其所產生的尾部彙

總表列在表3中，注意不管你多麼不在乎不

確定度，並假設推估的倒數斜率為真正的

倒數斜率，其將引導你所興趣的百分比在

人為上有較嚴謹的信用區間。

討   論

本文展現出衰減資料如何可被加以模

式化並且它們對壽命時間資料如何提供優

勢。對雷射衰減模式是相當地簡單    線性

且沒有截距，對其它的應用模式可能更複

雜，其包含更多的參數如為個線性具有截

距的模式或是一個非線性的模式，像倒數

斜率的雷射衰減模式是隨機的，而且一個

單體和一個單體之間是各不相同的，在這

些較複雜的衰減模式中部份或所有的模式

參數可能是隨機的。

已經利用貝氏方式以分析衰減資料，

很自然地這個方法也處理較複雜的衰減模

式，我們已展示了貝氏為何有評估可靠度

的優勢，因為可靠度和壽命時間分佈百分

比是模式參數的函數，這些百分比的尾部

之抽離可以很容易地從模式參數的尾部獲

得，每一個抽離，只要簡單地評估有興趣

的數量以從數量的尾部獲得抽離，當母體

也涵蓋不同壽命的單體，母體可靠度可

以很容易地靠評估有關母體壽命分佈之

期望可靠度來求得。（資料來源：ASQ 

Quality Engineering, Volume17, Num-

ber4,2005）
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Figure 2. Laser reliability and 95% cred-
ible intervals. The pointwise posterior 
medians are given by the solid line. the 
pointwise 0.025 and 0.975 posterior 
quantiles are given by the dotted lines.

Figure 3. Laser population reliability pos-
terior.


